INSTITUTO FEDERAL TOPICOS DO CALCULO VETORIAL

O ramo da Matematica que estudaremos
aqui preocupa-se com a analise de varios tipos de
fluxos: por exemplo, o fluxo de um fluido ou o
fluxo da eletricidade. Na verdade, 0s primeiros
textos de Calculo de Isaac Newton estéo repletos
de termos como “fluxao” e “fluente”, que tém
como raiz o termo latim fluere (fluir).
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Considere um ponto de massa
;QQQ unitaria localizado em qualquer ponto do
M > Universo. De acordo com a Lei da

.
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A
%

exerce uma forga atrativa sobre a massa na.
direcao do centro da Terra e de grandeza-

distancia da massa ao centro da Terra.
Essa associacao de vetores de forca com
pontos no espaco é chamada de campo
gravitacional da Terra.

DE EDUCACAO

> Gravitacao Universal de Newton, a Terra - _

inversamente proporcional ao quadrado da .

— —
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15.1.1 veFvicAo  Um campe vetorial em um plano € uma funcio que associa a cada

INSTITUTO FEDERAL S
e > EEOER ponto P do plano um dnico vetor F(P) paralelo ao plano. Analogamente, um campo ve-

torial no espaco tridimensional € uma funcio que associa a cada ponto P do espaco tndi-
mensional um tGnico vetor F(P) do espaco.

Observe que nessa defini¢do nido ha referéncia a um sistema de coordenadas. Entretan-
to, para fins de cilculo €, normalmente. desejavel introduzir um sistema de coordenadas, de
modo que se possa designar componentes para os vetores. Especificamente, se F(P) for um
campo vetorial em um sistema de coordenadas xy, entdo o ponto P terd coordenadas (x, v) e
o vetor associado terd componentes que sdo funcdes de x e y. Assim, o campo vetonal F(P)
pode ser expresso como

Fix, y} =flx, v + glx, ¥)j

De modo andlogo, no espago trnidimensional com um sistema de coordenadas xyz, um campo
vetorial F(P) pode ser expresso como

~%4

Fix.y, o) =flx. y. o+ glx, v, 2)j + hx, y. o)k

[
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Representacdes graficas de campos
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Um campo vetorial no espaco bidimensional pode ser visto
geometricamente desenhando-se vetores representativos
F(x, y) em alguns pontos bem selecionados do plano xy.
Porém, assim como normalmente ndo é possivel descrever
completamente uma curva plana localizando um numero finito
de pontos, também nao é normalmente possivel descrever um
campo vetorial localizando um numero finito de vetores. Ainda
assim, tais representacdes graficas podem fornecer
iInformacodes Uteis acerca do comportamento geral do campo
se o0s vetores forem escolhidos adequadamente.




wsmrutoreoena O CAMpPo  vetorial  poderia
descrever a velocidade da
corrente em um corrego
em varias profundidades.
No fundo do corrego, a
velocidade é zero, mas a
velocidade da  corrente
aumenta a medida que a
profundidade diminui. Pontos
a mesma profundidade tém
a mesma velocidade.
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wstrutorepera. EStE€ CamMpo  vetorial
| | poderia  descrever a
velocidade de pontos de
uma roda em
movimento. No centro da
roda, a velocidade € nula,

mas a velocidade

aumenta com a distancia

do centro. Pontos a

mesma  distancia  do
> centro tém a mesma
1. B velocidade.

Velores fora de escala
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Fix, y) = —yi+xj
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Este campo poderia _ Vetores fora de escul
descrever a forca de , e
repulsdo de uma _ Q‘\\\l//}}
corrente elétrica — i
quanto mais perto X -:?',ff/m\% ;
da carga, maior € a
forca repulsora. =43 0 |
Fix, y) =

xi+y]
1002 + y=pP2




A figura mostra um campo vetorial no espaco
tridimensional. Tais figuras tendem a ser confusas
e, portanto, de menor valor que representacoes
graficas de campos vetoriais no espaco
bidimensional. e
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—xi+vj+zk

Fle,v.z) = ——
St T ¥
& mebe oy i ol s
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B UMA NOTACAO COMPACTA PARA CAMPOS VETORIAIS

&

As vezes, € util denotar os campos vetoriais Fix, v) e Flx. v, z) completamente em notagao
vetonial identificando (x, ¥) com o vetor posicio r = xi + yj e (x, ¥, z) com o vetor posigio
r = xi+ ¥j + zk. Com essa notagio, o campo vetorial tanto no espaco bi quanto tndimensio-
nal pode ser escrito como F(r). Quando nio houver possibilidade de confusio, omitiremos,
algumas vezes, até o r e denotaremos o campo vetorial como F.



INSTITUTO FEDERAL
SANTA CATARINA

CAMPOS DE QUADRADO INVERSO

De acordo com a Lei da Gravitagio Universal de Newton, particulas de massas m e M atraem
uma i outra com uma forca F de grandeza

Crm M
=2

IEl = (1)
onde r € a distancia entre as particulas e (¢ € uma constante. Supondo que o objeto de massa
M esteja localizado na origem de um sistema de coordenadas xyz e que r seja o vetor posigio
do objeto de massa m. entéio r = ||r||, e a forga F(r) exercida pela particula de massa M sobre
a particula de massa m tem a direcéo e o sentido do vetor unitirio —r/|r||. Assim, por (1)

GmM r rmM

F(r)= - = —— (2)
Irl® vl r]?
Se m e M forem constantes e se tomarmos ¢ = —GmM. essa formula pode ser dada por
Fr) = —r

|||
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15.1.2 peFmicAo  Se r for um vetor posi¢io do espago bi ou tridimensional e ¢ for
uma constante, entiio um campo vetorial da forma

C
F'l:l'} = Wr {3}

¢ denominado um campo de quadrado inverso.
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Observe que se ¢ = 0 em (3), entdo F(r) tem a mesma direcio de r. de modo que cada
vetor do campo € direcionado para longe da origem: e se ¢ < 0, entdo F(r) tem sentido oposto
ao de r, de modo que cada vetor do campo é direcionado para a origem. Em ambos os casos,
a grandeza de F(r) é inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre o ponto final
de r e a origem, pois
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SANTA CATARINA

Pode ser escrito como:

‘_ . ’_‘ Bidimensional:
5

Fix,y) = (4)
<>

c . .
[ (xi + yj)

¢

(5)

Fix,y,z2) = (xi+ yj + zk)



O ITD LEDERAL CAMPO GRADIENTE

SANTA CATARINA

Uma classe importante de campos vetoriais surge do processo de calcular gradientes. Lem-
< bre-se de que se ¢ for uma funciio de trés varidveis, entdo o gradiente de ¢ € definido como
' dep. d¢ . do

Vih=—i+—j+ —k
¢ 3x1+ﬂy1+ﬂz

Essa formula define um campo vetorial do espaco tndimensional chamado de campe gra-
diente de ¢. Analogamente, o gradiente de uma fungio de duas varidveis define um campo
i1, gradiente no espaco bidimensional. Em cada ponto de um campo gradiente em que o gradien-
_ te ndo for nulo, o vetor aponta na dire¢iio em que € maxima a taxa de aumento de ¢.
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Exemplo 1:
Esboce o vetor gradiente de:

Ll ¥)=x+ v



INSTITUTO FEDERAL
SANTA CATARINA

Exemplo:
Esboce o vetor gradiente de:

Ll ¥)=x+ v

dep, dep, .,
? = =1
@ ﬂxl+ Elj,r‘] +J
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SANTA CATARINA

1. Esboce o vetor gradiente de:
O(x,y) = 2x + 3y

R: VO = 2i + 3j
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CAMPOS CONSERVATIVOS E FUNCOES
POTENCIAIS

15.1.3  peEFmNICAO  Dizemos que um campo vetorial F do espago bi ou tridimensional é
conservativo em uma regiiio se for o campo gradiente de alguma fungio ¢ naguela regido

ou seja, se

F=V

A funcio ¢ € denominada uma funcdoe potencial de F na regiio.




INS'.I-'ITUTQYF‘ED”E‘RAL EX E M P L O 2 :

Campos de quadrado inverso sao conservativos
em qualquer regiao que nao contenha a origem.
. ~ Por exemplo, no caso bidimensional, a funcao:

, )
{xz + }:E}L,’E

-»

D ke

y
PN

Ppilx, v) = —

E uma funcdo potencial de em qualquer regido
gue nao contenha a origem, pols:
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dh . dgh
Vo (x, v) = £l + ﬂ—iJ
cx cy

e i -|- 1
(x2 + 232 (xZ 4 y2y327

¢ . :
= {IEJF}?E}HE(IH}*J}

= Fix, y)
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Verifigue se, no caso tridimensional, a funcao:

C

O(x,y,2z) = — T
(x? + y% + z?)2

Sim, él
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DIVERGENCIA E ROTACIONAL

15.1.4 pEFmNICAD  Se F(x. v, z) = f(x, v, i + 2(x. v, 2)j + h(x. y. )k, definiremos a
divergéncia de F, denotada div F, como a funcio dada por

af dg oh

L T
ax dy oz 0

divF =

15.1.5 peFsicAo  Se Fix. v, 2) =f(x. v, 2i 4+ g{x, v, 2)j + hix. v, 2k, definiremos o
rotacional de F, denotado rot F, como o campo vetorial dado por

_(9h g\, (9f @h\. (o Of
o F= (53 ﬂz-)l+(ﬂ£ ax)”(ax 'ay)" =
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Para fins computacionais é conveniente notar que
a formula do rotacional pode ser expressa sob a
forma de determinante:

i i k
d d d
rot F =
dx dy dz (9)
f & h
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SANTA CATARINA

Calcule a divergéncia e o rotacional do campo
vetorial:

Flx,y.z) =xyi+ 2y'zj 4 3zk
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/,‘ Sofucdo Por (T)

_ d R i
= — — (2 e
div F T (x“y) + E}r{ yz)+ HEH:]

=2xy+6y°z+3
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S/

"

rot F =

Solucéo:

i j k

4 939

dx dy  dz

x*y 2%z 3z

"4 d d d il d
:—'3. __'2.3 1 — [y2 __3 z _23 —_ 2,]k

_f":f{ z) az{ ¥ z}]1+[az(x ¥) ax{ E)j|,l+[ﬂx( v'z) ay{x ¥)

—2vii—x’k -
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SANTA CATARINA

=3 »
e

Q- B

Calcule a divergéncia e o rotacional do campo
vetorial:
F(x,vy,z) = x*yzi+xy3z%j —xyzk

div F = 2xyz + 3xy?z% — xy

rot F = (—xz — 2xy32)i + (x*y + yz)j + (y32% — x%2)k
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SANTA CATARINA

Mostre que a divergéncia do campo de quadrado

— {IE n }IE n 22}3:‘2 {.Tl .- V)] + .?_.k.}
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Solucdo  Os cilculos podem ser simplificados fazendo-se r = (x* + ¥* + z%)'/%, caso em
~ qgue F pode ser expresso como

cxit+evjtezk ecx. oy, ez
F[I,}?.E}= :rgl =r_-!_1+r_;r.]+r_3k

Deixamos a cargo do leitor mostrar que

dr  x dar ¥y dr
r r

s



Ela Assim,
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SANTA CATARINA ) a X H }, _H- 7
e[ 2 (5)+ 5 (2)+ 2 (3)
= € [31 (r3 * dy r3) L dz (r3 :|
\ No entanto,

d rxy  rP=x@rx/r) 1 3xf
la)s

¥ (r3)? — 3 - 3
il (}' ) 1 3y?
gy \rd T pd re

i(i)_i_ﬁ

IR

Substituindo essas expressoes em (10), obtemos

2z 2 2 32
ﬂj‘-’F=£‘|:i—3I TR ]=c[i_i} =)

73 rs L
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No calculo vetorial o gradiente (ou vetor

gradiente) € um vetor que indica o0 sentido e a

. direcao na qual, por deslocamento a partir do

‘ ponto especificado, obtém-se 0 maior incremento
1 P

& 2 ‘
‘@ i

possivel no valor de uma grandeza a partir da
gual se define um campo escalar para o espaco
em consideracao.

2
G
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Divergéncia e Rotacional

Esses nomes originaram-se no estudo do

fluxo fluido, caso em que divergéncia refere-se a
maneira como o fluido flui para ou afasta-se

de um ponto; ja rotacional refere-se as
propriedades de rotacao do fluido em um ponto.
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"  0<

il d d
V=—i+—j+—k
Eixl+ ﬂy3+ dz

H¢i+ﬂ¢j+5¢

k
dx  dy dz

".?qj::

aplicado a f(x), produz a derivada {'(x).

Até aqui, ndo foi dado um significado proprio ao simbolo V que aparece na expressio do gra-
diente V. Entretanto, € conveniente considerar V como um operador

(1)

Chamamos (11) de eperador del. Ele & anilogo ao operador de denvada d/dx que. quando



INSTITUTO FEDERAL
SANTA CATARINA

O operador del permite-nos expressar a divergencia de um campo vetorial

F =fix,y, 2i+ glx. v, 2)j + hix. v, Dk

em notagio de produto escalar como

- af dg dh
divF=V F= 12
v ax+ay+a; (12)

e o rotacional desse campo em notacio de produto vetorial como

i §j Kk
| g
== L 2 (13)
dx dy 9z
f g h
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SANTA CATARINA

< O operador que resulta aplicando-se o operador del a si mesmo € denotado por V- e € chama-
Q‘ do de eperador laplaciano. Esse operador tem a forma

7+ (14)
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Quando aplicado a ¢(x, v, z). o operador laplaciano produz a funcio

P e 8%

Vi =
¢ dx? = gyt i3 dzZ

Note que V¢ também pode ser expresso como div (V). A equaciio V¢ = 0 ou sua equivalente

32 2 32
@ 4 d°g n (0]
ax? a9yt ozt

=)

& conhecida como equacdo de Laplace. Essa equacio diferencial parcial desempenha um
papel importante em uma grande variedade de aplicactes, resultante do fato de ser satisfeita
pela fungio potencial do campo de quadrado inverso.
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. Exemplo:
b5 © Vamos calcular o laplaciano da funcao:

O = x%yz +xy3z% —xyz




nsiruroreoena. AJOrA € COM VOCE...

1. Afuncéo &(x,y,z) = xy + yz+ xz € um

0?’%\? potencial do campo vetorial
N

e

N F=G+yit+2j+&+yk |

V ~ » 2.0 campo vetorial F(x,y,z) = yzi + xy?j + yz*%k
‘ tem divergéncia _ 2xy +2yz e rotacional

z2i+yj+ (y? — 2)k
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4. 3. Calcular o laplaciano da funcéo:
| @ = senx + cosxy — z>cosx
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17-22 CalculedivFerotF. B

17. F(x,v,7) =x% — 2j + vzk

18. F(x,y,2) =x2’i + 2v*x%j + 5259k
19. F(x.y,2) =Tyzi — 82 — 3k

20. F(x,y,z) = €%i — cos vj + sen’zk




5' 23-24 Calcule V- (F x G). B

029 24. F(x,y,7) =yzi + xzj + 0k
| G(x,y,2) =xyj +xvzk




