
TÓPICOS DO CÁLCULO VETORIAL

O ramo da Matemática que estudaremos

aqui preocupa-se com a análise de vários tipos de

fluxos: por exemplo, o fluxo de um fluído ou o

fluxo da eletricidade. Na verdade, os primeiros

textos de Cálculo de Isaac Newton estão repletos

de termos como “fluxão” e “fluente”, que têm

como raiz o termo latim fluere (fluir).



CAMPOS VETORIAIS

Considere um ponto de massa

unitária localizado em qualquer ponto do

Universo. De acordo com a Lei da

Gravitação Universal de Newton, a Terra

exerce uma força atrativa sobre a massa na

direção do centro da Terra e de grandeza

inversamente proporcional ao quadrado da

distância da massa ao centro da Terra.

Essa associação de vetores de força com

pontos no espaço é chamada de campo

gravitacional da Terra.





Representações gráficas de campos 

vetoriais

Um campo vetorial no espaço bidimensional pode ser visto

geometricamente desenhando-se vetores representativos

F(x, y) em alguns pontos bem selecionados do plano xy.

Porém, assim como normalmente não é possível descrever

completamente uma curva plana localizando um número finito

de pontos, também não é normalmente possível descrever um

campo vetorial localizando um número finito de vetores. Ainda

assim, tais representações gráficas podem fornecer

informações úteis acerca do comportamento geral do campo

se os vetores forem escolhidos adequadamente.



O campo vetorial poderia

descrever a velocidade da

corrente em um córrego

em várias profundidades.

No fundo do córrego, a

velocidade é zero, mas a

velocidade da corrente

aumenta à medida que a

profundidade diminui. Pontos

à mesma profundidade têm

a mesma velocidade.



Este campo vetorial

poderia descrever a

velocidade de pontos de

uma roda em

movimento. No centro da

roda, a velocidade é nula,

mas a velocidade

aumenta com a distância

do centro. Pontos à

mesma distância do

centro têm a mesma

velocidade.



Este campo poderia

descrever a força de

repulsão de uma

corrente elétrica –

quanto mais perto

da carga, maior é a

força repulsora.



A figura mostra um campo vetorial no espaço

tridimensional. Tais figuras tendem a ser confusas

e, portanto, de menor valor que representações

gráficas de campos vetoriais no espaço

bidimensional.





CAMPOS DE QUADRADO INVERSO







Campo de quadrado inverso

Pode ser escrito como:

Bidimensional: 

(4)

Tridimensional:

(5)



CAMPO GRADIENTE



Exemplo 1:

Esboce o vetor gradiente de:



Exemplo:

Esboce o vetor gradiente de:



Agora é com você...

1. Esboce o vetor gradiente de:

∅ 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 + 3𝑦

R: 𝛻∅ = 2𝑖 + 3𝑗



CAMPOS CONSERVATIVOS E FUNÇÕES 

POTENCIAIS



EXEMPLO 2:

Campos de quadrado inverso são conservativos 

em qualquer região que não contenha a origem. 

Por exemplo, no caso bidimensional, a função:

É uma função potencial de em qualquer região 

que não contenha a origem, pois:





Agora é com você...

Verifique se, no caso tridimensional, a função:

é uma função potencial de (5).

∅ 𝑥, 𝑦, 𝑧 = −
𝑐

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

Sim, é!



DIVERGÊNCIA E ROTACIONAL



Para fins computacionais é conveniente notar que 

a fórmula do rotacional pode ser expressa sob a 

forma de determinante:

(9)



Exemplo 3:

Calcule a divergência e o rotacional do campo 

vetorial:





Solução:



Agora é com você...

Calcule a divergência e o rotacional do campo 

vetorial:

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥2𝑦𝑧 𝑖 + 𝑥𝑦3𝑧2𝑗 − 𝑥𝑦𝑧 𝑘

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 2𝑥𝑦𝑧 + 3𝑥𝑦2𝑧2 − 𝑥𝑦

𝑟𝑜𝑡 𝐹 = −𝑥𝑧 − 2𝑥𝑦3𝑧 𝑖 + 𝑥2𝑦 + 𝑦𝑧 𝑗 + 𝑦3𝑧2 − 𝑥2𝑧 𝑘



Exemplo 4:

Mostre que a divergência do campo de quadrado 

inverso

é nulo.







No cálculo vetorial o gradiente (ou vetor

gradiente) é um vetor que indica o sentido e a

direção na qual, por deslocamento a partir do

ponto especificado, obtém-se o maior incremento

possível no valor de uma grandeza a partir da

qual se define um campo escalar para o espaço

em consideração.



Divergência e Rotacional

Esses nomes originaram-se no estudo do

fluxo fluido, caso em que divergência refere-se à 

maneira como o fluido flui para ou afasta-se

de um ponto; já rotacional refere-se às 

propriedades de rotação do fluido em um ponto.



O OPERADOR 𝛁





O LAPLACIANO 𝛁²





Exemplo:

Vamos calcular o laplaciano da função:

∅ = 𝑥2𝑦𝑧 + 𝑥𝑦3𝑧2 − 𝑥𝑦𝑧



1. A função ∅ 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 é um 

potencial do campo vetorial                              

F = _______________. 

2. O campo vetorial 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑦𝑧𝑖 + 𝑥𝑦2𝑗 + 𝑦𝑧2𝑘
tem divergência _________ e rotacional 

__________.

𝑥 + 𝑦 𝑖 + 𝑥 + 𝑧 𝑗 + 𝑥 + 𝑦 𝑘

2𝑥𝑦 + 2𝑦𝑧

𝑧2𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑦2 − 𝑧 𝑘

Agora é com você...



3. Calcular o laplaciano da função:

∅ = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦 − 𝑧³𝑐𝑜𝑠𝑥






